Кафедра теоретической механики

Лекция №5.

Выделение тригонометрической составляющей

временного ряда
К тригонометрической составляющей 
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 временного ряда относятся:

· сезонная составляющая 
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, отражающая повторяемость экономических процессов в течение не очень длительного периода (года, иногда месяца);

· периодическая составляющая 
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, отражающая повторяемость экономических процессов в течение длительных периодов.

Решение о наличии тригонометрической составляющей в структуре временного ряда принимается на основе анализа автокорреляционной функции и коррелограммы временного ряда (лекция 1).

Для выделения и анализа тригонометрической составляющей временного ряда используются методы гармонического анализа периодических функций.
Основы гармонического анализа периодических функций

Гармонический анализ позволяет представить периодическую функцию линейной комбинацией косинусов и синусов.
Предположим, что функция 
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 является непрерывной функцией с периодом  
[image: image5.wmf]T

. Тогда функцию 
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 можно представить рядом Фурье вида
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где 
[image: image9.wmf]k

 – номер гармоники. Видно, что при увеличении номера уменьшается период функций  
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. Коэффициенты разложения определяются формулами:
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Коэффициенты аргументов тригонометрических функций 
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 являются частотами 
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, определяемые соответствующим номером гармоники, т.е.
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Величины 
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 характеризуют «энергетический вклад» 
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-й гармоники в функцию 
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. Зависимость величины 
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 от номера гармоники 
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 (или от частоты 
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 (63)) характеризует спектральный состав (или спектр) функции 
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. Сравнительно большие величины 
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 определяют частоты, на которых сосредоточена основная энергия функции 
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Замечание. Следует иметь в виду, что 
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Под аппроксимацией функции 
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 рядом Фурье понимают новую функцию 
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, полученную суммированием первых членов ряда (62), число которых обозначим 
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Видно, что в функции 
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 отсутствуют «высокочастотные» гармоники с номерами 
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, которые присутствовали в исходной функции 
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. Такой способ получения функции 
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 часто называют низкочастотной фильтрацией функции 
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По аналогии можно построить новую функцию 
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, содержащую только заданные гармоники, например, гармоники с наиболее значимым спектром 
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. Предположим, что такие гармоники имеют номера 
[image: image40.wmf]k

=3,8. Тогда функция  
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, содержащая только эти гармоники, записывается в виде
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Такой способ построения функции широко используется для выделения тригонометрической составляющей временного ряда.
Пример. Дана функция
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определенная на интервале [0,3.2]. Построить график функции. Необходимо вычислить спектр 
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 этой функции и выделить из функции 
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 основную (имеющую наибольшее значение спектра) тригонометрическую составляющую.
Решение.
Построим график этой функции
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Из условия следует, что тригонометрическая составляющая этой функции обусловлена слагаемым 
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 и соответствует гармоники 
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=3.2. Используя приведенные выше формулы, вычисляем коэффициенты 
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=1,…,20   и определяем спектры 
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Результаты расчета имеют вид
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График значений 
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 приведен на рисунке
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Большие значения  
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 обусловлены наличием в функции 
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 квадратичного тренда (первые три слагаемых в условии), большое значение 
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 обусловлено присутствием в 
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 тригонометрической составляющей, для которой вычислены коэффициенты 
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 = 2.593 . 
Построим функцию
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которая соответствует этой гармонике. График этой функции приведен на рисунке красным цветом, здесь же приведен график функции (синим цветом)
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Из хорошего совпадения этих графиком можно сделать вывод об эффективности применения методов гармонического анализа для выделения тригонометрических составляющих периодических функций.
Выделение тригонометрической составляющей

временного ряда методами гармонического анализа

Использование рядов Фурье для выделения тригонометрической составляющей временного ряда отличается от рассмотренного выше следующим:

1. Значения временного ряда заданы в дискретные моменты  времени 
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 и чаще всего эти моменты представляют собой арифметическую прогрессию с шагом  
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Тогда в качестве периода принимается величина
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а условие периодичности значений временного ряда имеет вид
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В дальнейшем полагается, что 
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 образуют арифметическую прогрессию (65) при 
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2.  Временной ряд 
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, кроме тригонометрической составляющей, содержит случайную составляющую 
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, которую необходимо отделить от тригонометрической составляющей.

Первое отличие обусловливает замену интегралов, определяющих значения  
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  квадратурными формулами, в которые входят значения 
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. В качестве примера примем формулу левых прямоугольников и тогда получим следующие выражения для вычисления интегралов:
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Символ «*» означает, что коэффициенты вычислены по дискретным значениям временного ряда, или иначе – по временной выборке.

С учетом сделанных предположений  две последние формулы принимают вид

[image: image89.wmf]*

2

1

2

cos

n

ki

n

i

k

ayi

n

p

=

æö

=

ç÷

èø

å

, 
[image: image90.wmf]*

2

1

2

sin

n

ki

n

i

k

byi

n

p

=

æö

=

ç÷

èø

å

.

(68)

По аналогии со спектром 
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 определим дискретный спектр 
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[image: image97.wmf]1,...,/2

kn

=

, а саму функцию 
[image: image98.wmf](

)

p

t

 аппроксимировать рядом

[image: image99.wmf](

)

2

/21/21

****

0

11

22

cossin

n

nn

kk

kk

kk

caaba

TT

pp

ttt

--

==

æöæö

=+++

ç÷ç÷

èøèø

åå

%

, 

(69)

где
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Учет второго отмеченного момента основан на следующем предположении: амплитуда случайной составляющей 
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 намного меньше амплитуды 
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 и спектр 
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 более менее равномерно «распределен» по гармоникам с различными номерами, т.е. сигнал 
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 имеет «широкий» спектр, но его вклад в спектр каждой гармоники тригонометрической составляющей сравнительно мал.
Пример. В таблице приведены помесячные надои в Н-кой области.
	Месяц
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	Помесячные надои по годам
	Среднее
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	1-й
	2-й
	3-й
	

	1
	140
	143
	133
	138,7

	2 
	147 
	148 
	135
	143.3

	3
	196 
	196 
	183 
	191.7

	4
	210
	208
	203
	208.0

	5
	259
	240
	254
	251.0

	6
	288
	290
	294
	290.7

	7
	271
	278
	276
	275.0

	8
	244
	245
	254
	247.7

	9
	190
	195
	196
	193.7

	10
	136
	136
	144
	138.7

	11
	104
	110
	115
	109.7

	12
	116
	120
	124
	120.0

	Среднее
	191.8
	192.4
	192.6
	192.3


В эту таблицу вошли данные только тех лет, которые характеризуются практически одинаковыми среднегодовыми удоями. Это означает, что отсутствует смещение, отличающее один год от другого, и имеют место только сезонные циклические колебания. В последнем столбце приведены средние значения месячных удоев, вычисленных по трем годам. Усреднение месячных надоев по трем годам выполнено для уменьшения уровня случайной составляющей 
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 временного ряда.

Рассматривая 
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 как временную выборку ряда необходимо исследовать структуру сезонных циклических колебаний месячных надоев молока.
Решение.
Построим график выборки – черная кривая рисунка.
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Из графика виден колебательный характер изменения значений 
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 и поэтому для выяснения структуры этого временного ряда обратимся к методам гармонического анализа.

Коэффициенты ряда Фурье будем вычислять по формулам (67), (68) при  
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Вычисленные коэффициенты и спектр имеют значения
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Видно, что первая гармоника вносит существенно больший энергетический вклад по сравнению со второй гармоникой (
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). Поэтому в качестве модели временного ряда примем первые три члена ряда Фурье, а именно, функцию
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Вычисления этой функции показано на рисунке синей кривой. Видно достаточно хорошее совпадение 
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Об этом же говорит почти нулевое среднее значение остатков 
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