Кафедра теоретической механики

Лекция №3.

ВЫДЕЛЕНИЕ НЕСЛУЧАЙНОЙ

СОСТАВЛЯЮЩЕЙ ВРЕМЕННОГО РЯДА

Выделение трендовой составляющей временного ряда

Задача выделения трендовой составляющей

Трендовая составляющая 
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 отражает влияние долговременных факторов и соответствует устойчивой и долговременной тенденции изменения временного ряда. Знание трендовой составляющей позволяет осуществлять долговременное прогнозирование. Поэтому возникает задача выделения тренда, т.е. построение оценки 
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) по заданной временной выборке  
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. При этом предполагается, что остальные составляющие 
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 временного ряда отсутствуют.

Кроме прогнозирования задача выделения трендовой составляющей возникает в следующих ситуациях:

• при графическом отображении временного ряда тренд прослеживается недостаточно отчетливо. После выделения трендовой составляющей и нанесения значений тренда на график тенденция изменения временного ряда проявляется более четко;

• некоторые методы анализа и прогнозирования требуют в качестве предварительной обработки выделение тренда;

• выделение тренда используют для устранения аномальных наблюдений.

В литературе часто задачу выделения тренда называют задачей сглаживания временного ряда или сглаживанием временного ряда. В дальнейшем будут использоваться оба эти названия.

Существующие методы выделения тренда можно разделить на два класса:

1) методы парного регрессионного анализа;

2) сглаживающие методы.

Рассмотрим эти методы более подробно.

Регрессионные методы выделения трендовой составляющей

Методы парного регрессионного анализа (или проще – регрессионные методы) основаны на следующей модели временного ряда:
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где случайные величины 
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 удовлетворяют условиям:
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Рассматривая время 
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 как независимую переменную, функцию 
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 можно оценить, используя методы парной регрессии. Поэтому здесь ограничимся только рассмотрением некоторых особенностей применения методов парной регрессии к решению задачи выделения трендовой составляющей.

Одна из особенностей заключается в том, что различный характер тренда (иногда достаточно сложный) обусловливает более широкое использование нелинейных функций. Так, наряду с линейной функцией 
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 гораздо чаще используются следующие нелинейные функции:

• полиномиальная
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где 
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 – степень полинома (при 
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 получаем линейную функцию);

• экспоненциальная
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• логистическая
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Выбор вида функции 
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 часто основывается на анализе графического изображения ряда построенного по точкам 
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При применении полиномиальной функции важно правильно определить степень полинома. Для этого можно использовать метод последовательных разностей, заключающийся в вычислении разностей:

• первого порядка
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• второго порядка
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а также величин
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Величина 
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 первоначально убывает с ростом  
[image: image29.wmf]k

, а затем, начиная с некоторого значения 
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, стабилизируется, оставаясь приблизительно на одном уровне при дальнейшем росте 
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После выбора вида функции  
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 строят уравнение регрессии 
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, зависящее от коэффициентов  
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  функции тренда 
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. Так, для полиномиального тренда (31) уравнение регрессии примет вид
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Для вычисления коэффициентов  
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,  используется метод наименьших квадратов (МНК), т.е. коэффициенты находятся из условия минимума функционала
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где 
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 – значение уравнения тренда в точке 
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Использование нелинейных функций 
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 обусловливает следующие виды нелинейности уравнения регрессии: нелинейность по переменной и коэффициентам. Напомним, что в этих случаях используются два подхода для вычисления коэффициентов регрессии:

1) заменой переменной или нелинейными преобразованиями осуществляется линеаризация уравнения регрессии, к которому применяется метод наименьших квадратов;

2) непосредственное вычисление коэффициентов из условий минимума функционала (36).

Для иллюстрации первого подхода рассмотрим мультипликативную модель временного ряда:
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После логарифмирования (37) получаем
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Введем новые величины:
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Относительно этих величин имеем линейную регрессионную модель
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которой соответствует уравнение трендовой составляющей
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Коэффициенты 
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 вычисляются на основе МНК по формулам
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где 
[image: image60.wmf]X

m

t

- выборочное значение корреляционного момента, определенного по формуле:
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, определяемой по формуле
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средние (по выборке) величины
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Выполнив обратное преобразование  
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 получаем искомые оценки 
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 для коэффициентов нелинейной регрессии (37).

Замечание. Эффективность оценок, получаемых методом наименьших квадратов, основана на допущении о том, что возмущения 
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 не коррелированны между собой и подчиняются нормальному распределению 
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, т.е. имеет одинаковую дисперсию 
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. К сожалению, выполнение нелинейных преобразований приводит к нарушению этого допущения. Для иллюстрации этого вернемся к преобразованному уравнению регрессии (39). Коэффициенты этого уравнения будут являться эффективными оценками для 
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 исходной модели (37) должны иметь логарифмически нормальное распределение, что на практике встречается редко. Нарушение свойства гомоскедастичности приводит к тому, что вычисленные на основе МНК коэффициенты будут несмещенными, состоятельными оценками для соответствующих коэффициентов регрессионной модели, но они не будут обладать свойством эффективности, т.е. возможно вычислить (используя другие алгоритмы) оценки с меньшей дисперсией.

Второй подход используется в случаях, когда невозможно подобрать преобразования для перехода к новой линейной регрессии. Для примера рассмотрим модель временного ряда
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Логарифмирование этого уравнения не приводит к линейной модели 1
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В этих случаях оценки для коэффициентов уравнения тренда модели вычисляются на основе минимизации функционала некоторого функционала, например, функционала метода наименьших квадратов. Так, для модели (41) уравнение тренда имеет вид
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а минимизируемый функционал МНК определяется выражением:
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Существует достаточно большое число алгоритмов минимизации различных функционалов. После вычисления коэффициентов 
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, уравнение регрессии принимается в качестве оценки для функции тренда 
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 и может быть использовано для дальнейшего анализа временного ряда или его прогнозирования.

Пример. В таблице приведены данные, отражающие спрос (в условных единицах) на некоторый товар за восьмилетний период.

	Год
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Спрос
	213
	171
	291
	309
	317
	362
	351
	361


По этим данным (которые являются временной выборкой) найти оценку 
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 является квадратичной функцией. Выполнить прогноз временного ряда для десятого года.

Решение.

При сделанном предположении оценка 
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и это уравнение регрессии нелинейно по переменным. Для перехода к линейному уравнению регрессии введем новые переменные 
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 и получим множественную линейную регрессию:
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Вектор коэффициентов 
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 находим методом наименьших квадратов, решая  систему нормальных уравнений:
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Эту систему можно записать в векторном виде
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где 

[image: image99.wmf]0

1

2

b

bb

b

=

, 
[image: image100.wmf]2

2

2

2

2

1

1

1

...

1

1

n

n

X

t

t

t

t

t

t

=

, 
[image: image101.wmf]n

y

y

y

y

...

2

1

=

.
С учетом введенных обозначений
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В общем случае для полинома 
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Для нахождения вектора 
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 в системе (45), приводим эту систему к нормальному виду:
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Данная система всегда имеет решение, которое можно найти умножением на обратную матрицу, воспользовавшись равенство векторной алгебры:
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Решение имеет вид
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В нашем примере 
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Для решения задачи будем использовать класс матриц, который был Вами построен в численных методах. 

В результате имеем
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Дополнение  к лекции № 3

Программирование операций с матрицами
Нам  предстоит  разрабатывать  программное  обеспечение,  обеспечивающее  матричные вычисления и реализовывающее численные методы линейной алгебры. 

К  основным  операциям,  совершаемым  по  отношению  к  основным  объектам  линейной алгебры – матрицам и векторам – относятся, прежде всего, их сложение, вычитание, умножение и деление на число.  

Кроме  того,  в  линейной  алгебре  определены  операции  скалярного  и  векторного произведений для векторов. Известны математические правила умножения матриц, умножения матрицы на вектор и т.д. 

Среди  многих  других  операций,  производимых  над  матрицами,  можно  отметить транспонирование, обращение, вращение, задание единичной и симметрической матрицы, и т.д. 

Все  перечисленные  выше  математические  операции (и  алгоритмы)  не  являются  явно встроенными в язык программирования C#, которым мы пользуемся.  
Разработку кода следует начинать с генерации нового класса. Класс может быть статическим и содержать статические методы вывода матрицы на экран, умножения двух матриц, транспонирования и вычисления обратной матрицы.
Транспонированной матрицей  
[image: image120.wmf]T

A

 называется матрица, полученная перестановкой строк со столбцами в исходной матрице Α.  
Умножение матрицы А размера n х m на матрицу В размера m x k происходит по правилу:
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и в результате получается матрица размера n x k.
В результате умножения исходной матрицы на транспонированную всегда будет получаться квадратная матрица, для которой нахождение обратной матрицы проще.
Пусть имеется матрица А
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Вычисление обратной матрицы происходит по формуле:

[image: image123.wmf]*
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где  
[image: image124.wmf]D

 - определитель матрицы А, 
[image: image125.wmf]*
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 - присоединенная матрица:
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т.е. присоединенная матрица состоит из алгебраических дополнений  к транспонированной матрице 
[image: image127.wmf]T
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Алгебраическим дополнение к элементу 
[image: image128.wmf]ij
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 называется произведение 
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 на определитель минора 
[image: image130.png]



Вычисление определителя можно организовать разными способами. Выберем наиболее простой, который подходит для матриц порядка меньше 10, - это рекурсивный способ.

В курсе линейной алгебры доказывается теорема: определитель n-го порядка равен сумме произведений элементов какого-нибудь его j-го столбца (или  i-й строки) на их алгебраические дополнения, т.е.
[image: image131.png]n n
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(*)
Известно, что определитель второго порядка вычисляется по следующей простой формуле:
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Если же определитель 3-го порядка, то применяется схема (*) с разложением, например, по элементам первого столбца:

[image: image133.png]3
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в  которой  для  вычисления  алгебраических  дополнений  второго  порядка  используется формула (**).
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где
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В соответствии с предлагаемым алгоритмом определитель четвертого порядка будет сначала «разложен» в виде суммы (*) произведений с дополнениями третьего порядка.  Затем  каждое  из  этих  дополнений  третьего  порядка  будет  разложено  на соответствующие суммы  с дополнениями второго порядка.  
Таким образом, для построения обратной матрицы необходимо написать еще функцию класса матриц, которая будет строить миноры нужного порядка, затем функцию вычисления определителя нужного порядка и функцию умножения матрицы на число, и, конечно же, саму функцию вычисления обратной матрицы.
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